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Resumen 1 


1 . Introducción 

Postulado 1. El espacio es el conjunto de todos los puntos. 
Además las rectas y los planos son subconjuntos del espa- 
cio; es decir, las rectas y los planos son conjuntos cuyos ele- 
mentos son puntos. 

Postulado 2 (de la distancia). A cada par de puntos diferen- 
tes les corresponde un único real positivo. 

Postulado 3 (de la regla). Hay una correspondencia entre 
los puntos de una recta y los números reales de manera que: 

1 . a cada punto de la recta corresponde exactamente un 
número real; 

2. a cada número real corresponde exactamente un 
punto de la recta; y 

3. la distancia entre dos puntos cualesquiera es el valor 
absoluto de la diferencia de los números correspon- 
dientes. 

Definición 1. A cualquier correspondencia como la dada en 
el Postulado 3 se le llama sistema de coordenadas. Si P per- 
tenece a una recta, entonces al número x que le correspon- 
de al punto P se le llama coordenada de P. 

Postulado 4 (de colocación de la regla). Dados dos puntos 
P y Q de una recta, se puede escoger el sistema de coorde- 
nadas de manera que la coordenada P sea cero y la coorde- 
nada Q sea positiva. 

Postulado 5 (de la recta). Dados dos puntos diferentes, 
existe solamente una recta a la cual pertenecen. 

Teorema 1. Toda recta tiene al menos dos elementos. 

2. Segmentos y Rayos 

Definición 2. Decimos que un punto B está entre A y C 
cuando se cumplen las siguientes dos propiedades: 


2. AB + BC = AC 

A 



Teorema 2. Sean A, B y C tres puntos en una recta y sean x, 
yyz sus coordenadas respectivamente (con respecto a un 
sistema de coordenadas). El punto B está entre A y C si y 
sólo six<y<zóx>y>z. 

Definición 3. Dados dos puntos diferentes A y B, definimos 
el segmento AB como el conjunto de los puntos C tales que 
C = A, C = B ÓC está entre Ay B. 

Definición 4. Si A y B son dos puntos diferentes, entonces 
al número AB (la distancia entre Ay B) se le llama la longi- 
tud del segmento AB y a los puntos Ay B se les llama extre- 
mos del segmento AB 

Definición 5. Dos segmentos son congruentes si tienen la 
misma longitud. 

Definición 6. Si A y B son dos puntos diferentes, entonces 

— > 

definimos el rayo AB como el conjunto de todos los puntos 
C tales que C e AB ó B está entre Ay C. 

A 



Definición 7. Dado un rayo AB, al punto A se le llama ex- 


tremo del rayo AB. 


Definición 8. Si A está entre B y C, entonces a los rayos AB 
— > 

y AC se les llama rayos opuestos. 


4 ^ 


1. A, By C están en una misma recta y son diferentes. - 

Recopilado de: (1) Villarroel, C. & González, J. (2007), Geometría ( I a . Ed.). México: Sociedad Matemática Mexicana. (2) Moise, E. & Downs, F. 
(1966), Geometría Moderna ( I a . Ed.). México: Addison Wesley Iberoamericana. (3) Montoya, J. M. (s.f.) Geometría Euclideana. Colombia: Universidad 
de Antioquía. 
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Teorema 3 (de la localización de puntos). Sea AB un rayo y 

— > 

x > 0. Existe solamente un punto P e AB, tal que AP = x. 

B P A 

-* • 1 • 

r x 0 


Teorema 4. Sea AB una recta en la cual está definido un sis- 
tema de coordenadas tal que la coordenada de A es cero y 
la de B es un número positivo. El punto P e AB si y sólo si la 
coordenada de P es AP. 

Definición 9. Sea A^B. Decimos que P es el punto medio 
de AB , si P está entre A y B, y AP = PB. 

A P B 


Teorema 5 (del punto medio). Todo segmento tiene única- 
mente un punto medio. 

Definición 10. Si P es el punto medio de un segmento, de- 
cimos que P biseca al segmento. 

Definición 11 . Cuando algunos puntos están todos en una 
misma recta decimos que están alineados o que son coli- 
neales. 

3. Piemos 

Postulado 6. A todo plano pertenecen al menos tres pun- 
tos diferentes que no están alineados, y al espacio pertene- 
cen al menos cuatro puntos diferentes que no están en un 
plano. 

Teorema 6. Si dos rectas diferentes tienen intersección no 
vacía, entonces la intersección tiene solamente un elemen- 
to. 



Postulado 7 (del plano). Tres puntos cualesquiera están en 
algún plano y tres puntos cualesquiera no alineados están 
solamente en un plano. 

Postulado 8 (De la intersección de planos). Si dos planos 
diferentes se intersecan, entonces su intersección es una 
recta. 



Teorema 7 (de la llaneza). Si dos puntos diferentes de una 
recta pertenecen a un plano, entonces la recta a la que per- 
tenecen los puntos está incluida en el plano. 

Teorema 8. Dada una recta y un punto que no está en ella, 
existe solamente un plano al cual pertenece el punto y en el 
cual la recta está incluida. 

Teorema 9. Dadas dos rectas diferentes que se intersecan, 
existe un único plano en el cual están incluidas. 

4. Conjuntos Convexos 

Definición 12. Un conjunto de puntos se dice que es con- 
vexo si para cada dos puntos diferentes P y Q del conjunto 
se tiene que el segmento PQ está incluido en el conjunto. 


conjunto no convexo conjunto convexo 

Postulado 9 (de separación del plano). Sean Z una recta y 
a un plano en el cual está incluida Z. El conjunto de puntos 
del plano a que no están en en la recta Z son la unión de dos 
conjuntos Ai y A2 tales que: 

1. Los dos conjuntos Ai y A2 son convexos. 

2. Si P e Ai y Q e A2, entonces PQ interseca a la recta. 

Definición 13. En el postulado de separación del plano los 
conjuntos Ai y A2 se llaman lados de la recta Z. Si P e Ai 
y Q e A2, decimos que P y Q están en lados opuestos de la 
recta Z, también se dice que Ai y A2 son lados opuestos (de 
una recta) . A la recta Z se le llama arista o borde de cada uno 
de los conjuntos Ai, A2, Ai u Z y A2 u Z. 

Definición 14. Si A es un lado de la recta Z , diremos que los 
conjuntos de la forma A y Au Z son semiplanos. Para ser más 
específicos, los conjuntos de la forma A se llaman semipla- 
nos abiertos y los de la forma A u Z se llaman semiplanos 
cerrados. 

Teorema 10. Si Ai y A2 son lados opuestos de una recta Z, 
entonces Ai n A2 = 0 

Postulado 10. De la separación del espacio: Dado un plano 
y, el conjunto de puntos del espacio que no están en y es la 
unión de dos conjuntos ^1 y ^2 tales que: 

1. Los dos conjuntos ^1 y ^2 son convexos. 

2. Si P e ^1 y Q e entonces PQ corta al plano y. 

Definición 15. Los dos conjuntos y ^2 descritos en el 
postulado de la separación del espacio se llaman lados del 
plano y. Si Pe^ 1, y Qe<£ 2, decimos que P y Q están en lados 
opuestos del plano y, también se dice que ^1 y ^2 son lados 
opuestos (de un plano). Al plano y se le llama cara de cada 
uno de los conjuntos ^1, ^2> ^1 u Z y ^2 u Z. 
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Definición 16. Si ^ es un lado de un plano y, diremos que 
los conjuntos de la forma ^ y ^ u y son semiespacios. Para 
ser más específicos, los conjuntos de la forma ^ se llaman 
semiespacios abiertos y los de la forma ^ u 7 se llaman se- 
miespacios cerrados. 


5. Angulos y Triángulos 


Definición 17. A la unión de dos rayos de la forma AB y AC 

que no están incluidos en una misma recta se le llama án- 

— > — ► 

guio. Al ángulo que es la unión de dos rayos AB y AC se le 
denomina indistintamente por ABAC ó por ACAB. Al pun- 
to A de un ángulo ABAC se le llama vértice del ángulo y a 
— > — > 

los rayos AB y AC se les llama lados del ángulo. 



6. Circunferencias 

Definición 22. Sea O un punto en el plano y r un núme- 
ro positivo. Al conjunto de los puntos del plano que están 
a una r de O lo llamamos circunferencia. Al punto O se le 
llama centro de la circunferencia y al número r se le llama 
el radio de la circunferencia. 

Definición 23. Dada una circunferencia en un plano. Al 
conjunto de los puntos del plano cuya distancia al centro 
de la circunferencia es menor que el radio se le llama in- 
terior de la circunferencia. Al conjunto de puntos del plano 
cuya distancia al centro de la circunferencia es mayor que el 
radio se le llama exterior de la circunferencia. A la unión de 
una circunferencia con su interior se le llama región circular 
o círculo. El borde de la región circular es la circunferencia. 
El interior de la región circular es el interior de la circunfe- 
rencia. Definimos el diámetro de la circunferencia (y de la 
región circular correspondiente) como el doble de su radio. 

Definición 24. Se dice que dos circunferencias son con- 
gruentes si tienen el mismo radio. 


Definición 18. Sean A, B y C tres puntos no alineados. A la 
unión de los segmentos AB, BC y AC se llama triángulo. A 
tal triángulo se le denota como A ABC. A los segmentos AB, 
BC y AC se les llama lados y a los puntos A B y C se les lla- 
ma vértices del A ABC. 


C 



Definición 19. Sea AABC un ángulo. Definimos el interior 
del A ABC como el conjunto de todos los puntos del plano 

en el cual está incluido el ángulo tales que estén en el mis- 

< — > 

mo lado que C de la recta AB y en el mismo lado que A de la 
< — * 

recta BC. Al conjunto de todos los puntos del plano que no 
están en el ángulo ni en su interior se le llama exterior del 
ángulo. 

Definición 20. Sea A ABC un triángulo. Al conjunto de to- 
dos los puntos del plano en el cual está incluido el trián- 
gulo tales que están en los interiores de los ángulos A ABC, 
ABAC y AACB se le llama interior del A ABC. El exterior 
del A ABC es el conjunto de todos los puntos del plano que 
no están en el A ABC ni en su interior. 

Definición 21. A la unión de un triángulo con su interior se 
le llama región triangular. El triángulo será el borde de la re- 
gión triangular y el interior de él también será el interior de 
la región triangular correspondiente. 


7. Longitud de Arco 

Definición 25. Una linea poligonal es aquella que sin ser 
recta está compuesta de varios segmentos rectilíneos, de 
distintas direcciones, tales que el extremo de cada uno de 
ellos coincida con el origen de otro. 

Definición 26. Una poligonal en la cual sus vértices son ex- 
tremos solamente de dos lados y en la cual dos lados dife- 
rentes no se cortan más que posiblemente en un extremo 
común se llama poligonal simple. 

poligonal cerrada poligonal simple con extremos 
simple 



Definición 27. Decimos que una poligonal cerrada simple 
está inscrita en una circunferencia si sus vértices pertene- 
cen a la circunferencia. 



poligonal cerrada inscrita 
en una circunferencia 


Definición 28. Sea c una circunferencia. Cuando exista un 
número real x tal que x = sup{ s:s es la longitud de alguna 
poligonal cerrada simple inscrita en c}, a tal número lo lla- 
mamos longitud o perímetro de la circunferencia c. 
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Postulado 11 . Siempre existe la longitud de cualquier cir- 
cunferencia. 


Definición 29. En un plano sea c una circunferencia con 
centro en O. Sean A y B dos puntos en la circunferencia ta- 
les que el punto medio de AB es el centro O de la circunfe- 

< — * 

renda y A uno de los lados de AB en el plano. Al conjunto 
cuyos elementos son A, B y todos los elementos de c que 
están en A se le llama semicircunferencia y los puntos A y B 
son los extremos de la semicircunferencia. 

^ s. 

N 

' \ 



Definición 30. Sea C una circunferencia con centro en O. 
Sean Ay B dos puntos en c tales que A, B y O no estén ali- 
neados. Definimos el arco menor de c con extremos en A y 
B como el conjunto cuyos elementos son A, B y todos los 
elementos de c que están en el interior del ZAOB. Asimis- 
mo definimos el arco mayor de c con extremos Ay B como 
el conjunto cuyos elementos son los puntos A, B y todos los 
elementos de c que están en el exterior del XAOB 


arco menor de arco mayor de 

circunferencia circunferencia 

Definición 31. Cualquier arco mayor o menor o semicir- 
cunferencia se llama arco de circunferencia. El centro de un 
arco de una circunferencia es el centro de la circunferencia. 
El símbolo AB denotará siempre un arco de circunferencia 
con extremos en Ay B. Si se quiere ser más específico se 
usará el símbolo AXB para denotar al arco de la circunfe- 
rencia con extremos Ay B donde X es un elemento del arco 
diferente de A y de B. 

Definición 32. Sea AB un arco de circunferencia. Defini- 
mos la longitud del arco AB como: 

(AB := sup{s:s es la longitud de una poligonal simple con 
extremos A y B, cuyos vértices están en el arco AB} 





Teorema 11. Todo arco de circunferencia tiene longitud 
mayor que cero. 

Postulado 12 (De la adición de arcos). Sea c una circunfe- 
rencia cuya longitud es x. 

1. Si AB es una semicircunferencia incluida en c, enton- 
ces (AB - | 


2. Si AB y BD son dos arcos diferentes incluidos en c 
cuya intersección es {B} y cuya unión es un arco AD 
incluido en c, entonces (AD = (AB + (BD 



Postulado 13. Todas las circunferencias de radio 1 tienen la 
misma longitud. 

Definición 33. Definimos el número n (léase pi) como la 
mitad de la longitud de cualquier circunferencia de radio 1. 
Es decir, n es la longitud de una semicircunferencia incluida 
en una circunferencia de radio 1. 


8. Medida de Angulos 

Definición 34. Un ángulo central de una circunferencia es 
un ángulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia. 

Definición 35. Decimos que un ángulo intercepta a un arco 
si: 

1. los extremos del arco están en el ángulo 

2. todos los otros puntos del arco están en el interior del 
ángulo, y 

3. a cada lado del ángulo pertenece un extremo del arco. 



arco interceptado 
por el ángulo 


Definición 36. El arco menor AB corresponde al ángulo 
ZDOC si: 

1. el arco AB está incluido en una circunferencia de ra- 
dio 1, 

2. el ángulo ZDOC es un ángulo central de tal circunfe- 
rencia, y 

3. el ángulo ZDOC intercepta al arco AB 
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Definición 37. Dos arcos incluidos en circunferencias con- 
gruentes son congruentes si tienen la misma longitud. 

Definición 38. La medida de un ángulo ADOC, denotada 
por |ZDOCj ó ZDOC es la longitud de su arco correspon- 
diente. 

Definición 39. Un grado está definido como Es decir, 

ifo = lü = lF = W = lF = l^ esun g'' ado > lo cual si g nifi - 
ca que: 

n - 180 grados, 

2 n =360 grados, 

| =90 grados, 

| =60 grados, 

| =30 grados, 

| =45 grados. 

Si x e R, entonces x° denota x grados, así por ejemplo | = 
90°, f = 60°, f = 30°, f = 45°, ifó = 1° 

Teorema 12. La medida de un ángulo es un número real 
mayor que 0 y menor que n 

— > 

Postulado 14 (de construcción de ángulos). Sea AB un rayo 

incluido en la arista de un semiplano A. Para cada número 

— > 

r entre 0 y n existe únicamente un rayo AP, con Pe A, tal 
que APAB = r 

Teorema 13 (de adición de ángulos). Si D está en el interior 
del ABAC } entonces ABAC - ABAD + ADAC. 



Definición 40. Si AB y AD son rayos opuestos, y AC es otro 
rayo decimos que los ángulos ABAC y ACAD forman un 
par lineal. 



Definición 41. Dos ángulos son suplementarios si la suma 
de sus medidas es n. Además se dice que uno es suplemen- 
tario del otro. 

Definición 42. Dos ángulos son complementarios si la su- 
ma de sus medidas es |. Además se dice que uno es com- 
plemento del otro. 

Teorema 14 (Teorema del suplemento o del par lineal). Si 
dos ángulos forman un par lineal entonces son suplemen- 
tarios 


Definición 43. Un ángulo recto es un ángulo cuya medida 
es |, es decir cuya medida es de 90° 

Definición 44. Si ABAC es recto, entonces decimos que los 
— > — > 

rayos AB y AC son perpendiculares (en A) y a tal hecho lo 

— > — > 

denotamos como ABAAC. De manera más general, si £\ es 

< — > 

una recta, rayo o segmento tal que A e £\ c AB y £2 es una 

< — * 

recta, rayo o segmento tal que Ae £ 1 c AC } entonces deci- 
mos que £\ es perpendicular a £2 o que £\ y £2 son perpen- 
diculares y los denotamos como £\A £2 

Definición 45. Dos ángulos que tienen la misma medida se 
dice que son congruentes, también se dice que uno es con- 
gruente con el otro. 

Definición 46. Dos ángulos A ABC y ADBE son opuestos 

— > 

por el vértice si BD es opuesto a un lado de A ABC y el otro 
lado de ADBE es opuesto al otro lado de AABC. 



Teorema 15 (De los ángulos opuestos por el vértice). Dos 
ángulos opuestos por el vértice son congruentes. 

9. Congruencia de Triángulos 

Definición 47. Dados dos triángulos A ABC y A DEF. De- 
cimos que la correspondencia ABC <-► DEF es una con- 
gruencia si cualesquiera dos ángulos correspondencia son 
congruentes y cualesquiera dos lados correspondientes son 
congruentes. Más precisamente ABC DEF es una con- 
gruencia si: 

ABAC = AEDF; AABC = ADEF ; AACB = ADFE 
AB^^É;^C^lF;AC^^F. 

Al hecho de que ABC DEF sea una congruencia lo deno- 
tamos así: ABC = DEF 

Definición 48. Decimos que dos triángulos t\ y í 2 son con- 
gruentes (denotado t\ = í 2 ) si existe una correspondencia 
entre los vértices del primero y del segundo que sea una 
congruencia. 

Definición 49. Decimos que un lado de un triángulo es- 
tá comprendido por los ángulos cuyos vértices son extre- 
mos del lado. Un ángulo de un triángulo está comprendido 
por los lados del triángulo que tienen como extremo común 

al vértice del ángulo. Por ejemplo, en un A ABC, el ángulo 

— > — > 

ABC está comprendido por AByporBC , y el lado AB está 
comprendido por ABAC y por AABC. 
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Definición 50. En un triángulo, si un ángulo dado está com- 
prendido por dos lados, al otro lado se le llama lado opues- 
to al ángulo dado. Similarmente, si un lado dado está com- 
prendido por dos ángulos, al otro se le llama ángulo opuesto 
al lado dado. Por ejemplo en el A ABC, AC es el lado opues- 
to a AABC y el lado AB es opuesto al ángulo ACB. Un án- 
gulo y un lado de un triángulo que no son opuestos se dice 
que son adyacentes o que uno es adyacente al otro. 

10. Postulados y Teoremas de 
Congruencia de Triángulos 

Definición 51. Dada una correspondencia ABC DEF 
entre dos triángulos decimos que es una correspondencia 
lado -ángulo -lado o abreviadamente LAL si dos lados del 
A ABC y el ángulo comprendido entre ellos son congruen- 
tes con las partes correspondientes del A DEF 

Definición 52. Dada una correspondencia ABC «-► DEF 
entre dos triángulos decimos que es una correspondencia 
ángulo -lado -ángulo o abreviadamente ALA si dos ángulos 
del A ABC y el lado comprendido entre ellos son congruen- 
tes con las partes correspondientes del A DEF 

Definición 53. Dada una correspondencia ABC «-► DEF 
entre dos triángulos decimos que es una correspondencia 
lado-lado-lado o abreviadamente LLL si los lados corres- 
pondientes son congruentes. 

Postulado 15 (Postulado LAL). Toda correspondencia LAL 
es una congruencia. 

Teorema 16 (Teorema ALA). Toda correspondencia ALA es 
una congruencia. 

Definición 54. Un triángulo es escaleno si ninguno de sus 
lados es congruente con otro de sus lados. 

Definición 55. Un triángulo es isósceles si al menos dos de 
sus lados son congruentes. 

Definición 56. Un triángulo es equilátero si sus tres lados 
son congruentes 

Teorema 17 (del triángulo isósceles). Si dos lados de un 
triángulo son congruentes, entonces los ángulos opuestos 
a éstos son congruentes. Es decir, en un triángulo isósceles 
los ángulos opuestos a los lados congruentes son congruen- 
tes. 

■ Corolario 17.1. (del triángulo equilátero) Todo trián- 
gulo equilátero tiene sus tres ángulos congruentes. 

Teorema 18 (recíproco del teorema del triángulo isósceles). 
Si dos ángulos de un triángulo son congruentes, entonces 
los lados opuestos son congruentes. 


■ Corolario 18.1. Todo triángulos que tiene todos sus 
ángulos congruentes es equilátero. 

Teorema 19 (Teorema LLL). Toda correspondencia LLL es 
una congruencia. 

Definición 57. Si D está en el interior del ZBAC y ABAD = 

— * 

ZCAD, entonces el rayo AD biseca al ZBAC y se llama la 
bisectriz del ZBAC. 



Teorema 20 (de la bisectriz). Todo ángulo tiene solamente 
una bisectriz. 

Teorema 21. Todos los puntos de la bisectriz de un ángulo 
diferentes del extremo están en el interior del ángulo. 

1 1 . Perpendicularidad 

Teorema 22. Dada una recta / y un punto Q que no está en 
ella. Existe solamente una recta V perpendicular a Z tal que 
Q e /'. 

■ Corolario 22.1. Ningún triángulo tiene dos ángulos 
rectos diferentes. Es decir si un ángulo de un trián- 
gulo es recto, entonces los otros dos no son rectos. 

Definición 58. Un triángulo rectángulo es un triángulo en 
el cual uno de sus ángulos es recto. 

Definición 59. Una mediatriz de un segmento es una recta 
perpendicular al segmento en su punto medio. 

■ Corolario (del teorema de la mediatriz) Las mediatri- 
ces de los lados de un triángulo se cortan en un punto 
común, el cual es el centro de la única circunferencia 
a la que pertenecen los tres vértices del triángulo. 

Definición 60. La circunferencia a la cual pertenecen los 
vértices de un A ABC se dice que está circunscrita en el 
triángulo. Al centro de tal circunferencia se le llama circun- 
centro del A ABC. 
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Por el corolario anterior, se concluye que el circuncentro de 
un triángulo es el punto de intersección de las mediatrices 
de los lados. 

Definición 61. Una recta dada y un plano son perpendicu- 
lares si se intersecan y además toda recta en el plano que 
pasa por el punto de intersección es perpendicular a la recta 
dada. Cuando una recta Z y un plano U son perpendiculares 
escribimos Z _L EL 

Lema 1. Si B, C, P, Q son cuatro puntos diferentes tales que 
PB = QB, PC = QC y X es un punto entre B y C, entonces 
PX = QX. 

Teorema 23. Si una recta Z es perpendicular a dos rectas 
diferentes l\ y ¡2 que se intersecan, entonces Z es perpendi- 
cular al plano que incluye a las dos rectas Zi y Z 2 . 

Teorema 24. Sea Z una recta y Pe Z. Existe un plano IT tal 
que Z _L ü y P e n. 

Teorema 25. Si una recta dada y un plano son perpendicu- 
lares, entonces el plano incluye a toda recta perpendicular 
a la recta dada en su punto de intersección. 

Teorema 26. Dados una recta y un punto en la recta, existe 
solamente un plano perpendicular a la recta al cual perte- 
nece el punto. 

Teorema 27 (Del plano bisecante perpendicular). El plano 
bisecante perpendicular de un segmento es el conjunto de 
todos los puntos equidistantes de los extremos del segmen- 
to. 

Teorema 28. Dos rectas perpendiculares al mismo plano 
son coplanarias 

12. Desigualdades Geométricas 

Definición 62. Dados dos segmentos AB y CD, decimos 
que el segmento AB es mayor que el segmento CD , denota- 
do AB > CD, si AB > CD. Si AB > CD también decimos que 
CD es menor que AB y los denotamos como CD < AB. 

Definición 63. Dados dos ángulos ZABC y ZDEF, decimos 
que ZABC es mayor que ZDEF, denotado ZABC > ZDEF 
si mZABC > mZDEF. Si ZABC > ZDEF también decimos 
que el ángulo ZDEF es menor que el ángulo ZABC y lo de- 
notamos así: ZDEF < ZABC. 

Definición 64. En un triángulo A ABC si CA y CD son ra- 
yos opuestos, decimos que el ángulo ZBCD es un ángulo 
externo del AABC. Además a los ángulos ZABC y ZBAC 
se les llaman ángulos internos no contiguos al ZBCD. Al 
ZACB se le llama ángulo interno contiguo al ZBCD. 


B 



Teorema 29 (del ángulo externo.). Un ángulo externo de un 
triángulo es mayor que cada uno de sus ángulos internos no 
contiguos. 

Definición 65. Decimos que un ángulo es agudo si mide 
menos de 90° y que es obtuso si mide más de 90°. 

■ Corolario 29.1. Si un triángulo tiene un ángulo recto, 
entonces los otros dos ángulos son agudos. 

■ Corolario 29.2. Si un triángulo tiene un ángulo obtu- 
so, entonces los otros dos ángulos son agudos. 

■ Corolario 29.3. En cualquier triángulo al menos dos 
de sus ángulos son agudos. 

Definición 66. Sea ABC DEF una correspondencia en- 
tre dos triángulos. Si AB = DE, ZABC = ZDEF y ZBCA = 
ZEFD, entonces decimos que es una correspondencia 
lado -ángulo -ángulo, o LAA. 

Teorema 30 (Teorema LAA). Toda correspondencia LAA es 
una congruencia. 

Definición 67. En un triángulo rectángulo al lado opuesto 
al ángulo recto se le llama hipotenusa, y a cada lado adya- 
cente al ángulo recto se le llama cateto. 

Teorema 31 (de la hipotenusa y el cateto). Dada una corres- 
pondencia entre dos triángulos tal que las hipotenusas de 
ambos son correspondientes. Si la hipotenusa y un cateto 
de un triángulo son congruentes con las partes correspon- 
dientes del segundo, entonces la correspondencia es una 
congruencia. 

Teorema 32. Si dos lados de un triángulo no son congruen- 
tes, entonces los ángulos opuestos a estos lados no son con- 
gruentes y el ángulo mayor es el opuesto al lado mayor. 

Teorema 33. Si dos ángulos de un triángulos no son con- 
gruentes, entonces los lados opuestos a estos ángulos no 
son congruentes y el lado mayor es opuesto al ángulo ma- 
yor. 

Teorema 34 (Primer teorema de la distancia mínima). Sea 
Z una recta, P un punto que no está en ella, Q e Z tal que 
PQ _L Z, y S e Z tal que S ^ Q. Tenemos que PQ < PS. 

Dicho de otra manera, el segmento más corto que une un 
punto con una recta es el segmento perpendicular a la rec- 
ta. 


P 
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Definición 68. Sea / una recta y P un punto que no está en 
ella. Definimos la distancia entre P y / como la longitud del 
segmento PQ tal que Q e Z y PQ _L /. 

Teorema 35 (Desigualdad del triángulo). Sea A ABC un 
triángulo: AB + BC> AC 

Definición 69. Una circunferencia y una recta incluidas en 
un mismo plano se dice que son tangentes si su intersección 
tiene solamente un punto. En estas condiciones también se 
dice que una es tangente a la otra en el punto de intersec- 
ción. También decimos que un segmento es tangente a una 
circunferencia cuando se intersecan y la recta que contiene 
al segmento es tangente a la circunferencia. 

Teorema 36. Toda tangente a una circunferencia es perpen- 
dicular al radio trazado por el punto de contacto 

Teorema 37 (recíproco del anterior). Una recta perpendi- 
cular a un radio en su extremo es tangente a la circunferen- 
cia 

Teorema 38 (de la bizagra). Sean A ABC y A ABC' dos 

< — * 

triángulos tales que C y C están del mismo lado de AB, 
BC = BC ' y ZABC < ZABC r . El segmento AC es más lar- 
go que el segmento AC. 


C C 



13. Rectas Paralelas 

Postulado 16. Se conoce como el quinto postulado de Eu- 
clides: Por un punto exterior a una recta pasa una y solo una 
recta paralela a la recta dada. 

Teorema 39. Si dos rectas cortadas por una transversal for- 
man ángulos alternos internos congruentes, entonces son 
paralelas. 

Teorema 40 (recíproco del anterior). Si dos rectas paralelas 
son cortadas por una transversal, entonces forman ángulos 
alternos internos congruentes. 

Teorema 41. Si dos rectas son cortadas por una transversal 
y forman ángulos correspondientes congruentes, entonces 
son paralelas. 

Teorema 42. Si dos rectas paralelas son cortadas por una 
transversal, entonces los ángulos correspondientes son 
congruentes. 


Teorema 43. Si dos rectas paralelas son cortadas por una 
transversal, los ángulos consecutivos interiores son suple- 
mentarios. 

Teorema 44 (recíproco del anterior). Si dos rectas son cor- 
tadas por una transversal, determinan ángulos consecuti- 
vos interiores suplementarios, las rectas son paralelas. 

Teorema 45. La medida de un ángulo exterior de un trian- 
gulo es igual a la suma de las medidas de los interiores no 
adyacentes a él. 

Teorema 46. La suma de los ángulos interiores de un trián- 
gulo es 180°. 

■ Corolario 1. En un triangulo no puede haber más de 
un ángulo interior que mida 90° o más de 90° 

■ Corolario 2. Si un triangulo tiene dos de sus ángulos 
respectivamente congruentes a dos ángulos de otro 
triangulo, entonces el tercer ángulo del primero es 
congruente al tercer ángulo del segundo. 

■ Corolario 3. Los ángulos agudos de un triangulo rec- 
tángulo son complementarios. 

Teorema 47 (30 - 60 - 90). Si un triangulo rectángulo tiene 
un ángulo agudo de 30°, entonces el cateo opuesto a este 
ángulo mide la mitad de la hipotenusa. 

Teorema 48. En un plano, si dos ángulos tienen sus lados 
respectivamente perpendiculares, entonces son congruen- 
tes. 

Definición 70. La distancia de un punto a una recta, es la 
longitud del segmento perpendicular trazado del punto a la 
recta. 

Definición 71. Lugar geométrico: Es el conjunto de puntos 
de un plano que cumplen una o varias condiciones. 

Teorema 49. La bisectriz de un ángulo es el lugar geométri- 
co de puntos que equidistan de los lados del ángulo. 

14. Cuadriláteros 

Definición 72. Un cuadrilátero es un polígono de cuatro la- 
dos. 

Definición 73. Paralelogramo: Es un cuadrilátero que tiene 
las parejas de lados opuestos paralelos. 

Definición 74. Rombo: Es un paralelogramo con todos sus 
lados congruentes 

Definición 75. Rectángulo: Es un paralelogramo con todos 
sus ángulos rectos. 
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Definición 76. Cuadrado: Es un rectángulo con sus cuatro 
lados congruentes. 



Definición 77. Trapecio: Un cuadrilátero es un trapecio si 
tiene uno y solo un par de lados paralelos. Los lados parale- 
los del trapecio se llaman bases. 

Definición 78. Trapecio Isósceles: Un trapecio es isósceles 
si tiene los lados no paralelos congruentes. 

Teorema 50. La suma de los ángulos interiores de un cua- 
drilátero es 360° 

Teorema 51. En un paralelogramo los lados opuestos son 
congruentes. 

Teorema 52 (recíproco del anterior). Si en un cuadrilátero 
los dos pares de lados opuestos son congruentes, entonces 
el cuadrilátero es un paralelogramo. 

Teorema 53. En un paralelogramo los ángulos opuestos 
son congruentes. 

Teorema 54. Si en un cuadrilátero los ángulos opuestos son 
congruentes, entonces el cuadrilátero es un paralelogramo. 

Teorema 55. Si un cuadrilátero tiene dos lados opuestos 
congruentes y paralelos entonces el cuadrilátero es un pa- 
ralelogramo. 

Teorema 56 (recíproco del anterior). En un paralelogramo 
dos lados opuestos son paralelos y congruentes. 

Teorema 57. Si en un cuadrilátero las diagonales se bise- 
can, entonces es un paralelogramo. 

Teorema 58 (recíproco del anterior). En un paralelogramo 
las diagonales se bisecan. 

Corolarios de los teoremas anteriores: 

■ Dos ángulos consecutivos de un paralelogramo son 
suplementarios. 

■ Los segmentos de un par de rectas paralelas com- 
prendidas entre un segundo par de rectas paralelas 
son congruentes. 

■ Dos rectas paralelas son equidistantes en toda su lon- 
gitud. 

■ Las diagonales de un rectángulo son congruentes. 

■ Las diagonales de un rombo son perpendiculares y 
son bisectrices de los ángulos de los vértices. (El re- 
cíproco no se cumple) 

Definición 79. Una secante es una recta que corta en pun- 
tos diferentes a varias rectas paralelas. 

Teorema 59 (Fundamental del Paralelismo (T.F.P)). Si tres 
o más rectas paralelas, determinan segmentos congruentes 
en una secante, entonces determinan segmentos congruen- 
tes sobre cualquier otra secante. 


Teorema 60 (de la paralela media en un triángulo). El seg- 
mento que une los puntos medios de dos lados de un trián- 
gulo es paralelo al tercer lado y tiene por medida la mitad 
de ese lado. 

Teorema 61. Una recta paralela a un lado de un triángulo y 
que pasa por el punto medio de un lado, pasa por el punto 
medio del otro lado. 

Definición 80. El segmento que une los puntos medios de 
los lados no paralelos de un trapecio se llama base media. 

Teorema 62 (de la base media). La base media de un tra- 
pecio es paralela a los lados paralelos y tiene por medida la 
semisuma de las medidas de las bases del trapecio. 

Teorema 63 (Extensión del teorema de la paralela media). 
Si por un punto medio de un lado no paralelo de un trape- 
cio se traza una paralela a las bases, esta paralela pasa por 
el punto medio del otro lado no paralelo. 

Teorema 64. El punto medio de la hipotenusa de un trián- 
gulo rectángulo equidista de los vértices. O de otra forma: 
La mediana sobre la hipotenusa mide la mitad de la hipote- 
nusa. 

Teorema 65. Las transversales de gravedad de un triángulo 
se cortan en un punto G, llamado baricentro. G está a 2/3 
de cada vértice. 

1 5. Proporcionalidad y Semejanza 

Teorema 66 (Fundamental de la Proporcionalidad). Si se 
traza una paralela a un lado de un triangulo, determina seg- 
mentos proporcionales en los otros dos lados. 

CD _ CE 
~DA~~EB 


C 



Teorema 67 (recíproco del anterior). Si una recta corta a 
dos lados de un triángulo y determinan segmentos propor- 
cionales en los otros dos lados, entonces la recta es paralela 
al tercer lado. 
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Teorema 68 (de Thales). Si tres o más rectas paralelas son 
cortadas por dos transversales, entonces los segmentos de 
una transversal son proporcionales a sus correspondientes 
en la otra. 

AB _ BC 
ÉÉÉ~1ÉF 


ti \2 



Teorema 69. En todo triangulo la bisectriz de un ángulo in- 
terno divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a 
los lados adyacentes. 


AD _ DB 
AC ” £C 

¿E 


/ 1 
/ r 

/ i 



/ i 

/ j 




Definición 82 (Semejanza de triángulos). Dos triángulos 
son semejantes si tienen la misma forma. En los triángu- 
los semejantes se cumple que los ángulos correspondientes 
son congruentes y los lados correspondientes son propor- 
cionales. 

ZA = ZD; ZB = ZE; ZC = ZF 
AB _AC _ BC 
'DÉ ~ ~DF ~ ~EF 


C 

F 


A B D E 

La semejanza es una relación de equivalencia, o sea que se 
cumple: 

1. Propiedad reflexiva: A ABC ~ A ABC 

2. Propiedad simétrica: 

A ABC ~ A DEF => A DEF ~ A ABC 

3. Propiedad transitiva: 

(AABC ~ A DEF A A DEF ~ A PQR) => A ABC ~ 
A PQR 




Teorema 70. La bisectriz de un ángulo exterior de un trian- 
gulo no isósceles, divide a la prolongación del lado opues- 
to al ángulo en segmentos proporcionales a sus lados adya- 
centes. 

AP _ BP 
AC ” £C 

E 



Definición 81 (Semejanza de polígonos). Dos polígonos 
son semejantes si entre sus vértices existe una correspon- 
dencia tal que los ángulos correspondientes son congruen- 
tes y los lados correspondientes son proporcionales. ZA = 
ZA';ZB = ZB';ZC = ZC';ZD = ZD';ZE = ZE' = 

BC _ CD _ DE _ EA _ p 
B'C' ~ C'D' ~ D'E' ~ E'A' ~ 


Teorema 71 (de semejanza A- A- A). Si dos triángulos tienen 
sus ángulos respectivamente congruentes, entonces son se- 
mejantes. 

ZA = ZR ; ZB = ZS;ZC = ZT^> A ABC ~ A RST 


c 



F 



■ Corolario 71.1. Si dos triángulos tienen dos ángulos 
congruentes entonces son semejantes (A- A). 

■ Corolario 71.2. Si dos triángulos rectángulos tienen 
un ángulo agudo congruente entonces son semejan- 
tes. 
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■ Corolario 71.3. Las alturas correspondientes de dos 
triángulos semejantes tienen la misma razón que la 
de dos lados correspondientes. 

CE _AC _AB _ BC 


C 



■ Corolario 71.4. Si se traza una recta paralela a un lado 
de un triángulo se determina otro triángulo semejan- 
te al primero. 

~DE || AB => A ABC ~ A DEC 
C 



A B 


Teorema 72 (de semejanza L-A-L). Si en dos triángulos dos 
lados correspondientes son proporcionales y los ángulos 
comprendidos entre ellos son congruentes, entonces los 
triángulos son semejantes. 

CA CB 

( = A ZC = ZN) => A ABC ~ A ELN 

NE NL 


C 



A BEL 


■ Corolario 72.1. Si en dos triángulos rectángulos los 
catetos son proporcionales, entonces los triángulos 
son semejantes. 

Teorema 73 (de semejanza L-L-L). Si en dos triángulos sus 
lados correspondientes son proporcionales, entonces los 
triángulos son semejantes. 

CA AB BC 

= = => A ABC ~ A DEF 

FD DE EF 



■ Corolario 73.1. Si dos triángulos rectángulos tienen 
la hipotenusa y un cateto respectivamente proporcio- 
nales, entonces son semejantes. 

■ Corolario 73.2. Si dos triángulos isósceles tienen un 
ángulo cualquiera respectivamente congruentes, en- 
tonces son semejantes. 
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